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ΙΙΙΙ            ΘΕΩΡΗΜΑΘΕΩΡΗΜΑΘΕΩΡΗΜΑΘΕΩΡΗΜΑ    BOLZANOBOLZANOBOLZANOBOLZANO            
Με το θεώρηµα του Bolzano (Θ. Bolzano) εξασφαλίζουµε την ύπαρξη ρίζας σε µια 
συνάρτηση.    
∆ΕΝ ∆ΕΝ ∆ΕΝ ∆ΕΝ βρίσκουµε την ρίζα.  
Πρὁποθέσεις είναι η συνέχειασυνέχειασυνέχειασυνέχεια της συνάρτησης και οι ετερόσηµες ακραίες τιµέςετερόσηµες ακραίες τιµέςετερόσηµες ακραίες τιµέςετερόσηµες ακραίες τιµές.  

Γεωµετρική ερµηνείαΓεωµετρική ερµηνείαΓεωµετρική ερµηνείαΓεωµετρική ερµηνεία        
Η γραφική παράσταση της f τέµνει τον άξονα x΄x σε ένα τουλάχιστον σηµείο µε τετµηµένη  
xo µεταξύ των α και β 
 

Συνέπειες Θ.Συνέπειες Θ.Συνέπειες Θ.Συνέπειες Θ.BolzanoBolzanoBolzanoBolzano    

1111ηηηη    ΣΥΝΕΠΕΙΑ Θ.ΣΥΝΕΠΕΙΑ Θ.ΣΥΝΕΠΕΙΑ Θ.ΣΥΝΕΠΕΙΑ Θ.BBBBolzanoolzanoolzanoolzano    
 
Αν µια συνάρτηση Αν µια συνάρτηση Αν µια συνάρτηση Αν µια συνάρτηση ffff    είναι συνεχής σ΄ ένα διάστηµα ∆ και δεν µηδενίζεται σείναι συνεχής σ΄ ένα διάστηµα ∆ και δεν µηδενίζεται σείναι συνεχής σ΄ ένα διάστηµα ∆ και δεν µηδενίζεται σείναι συνεχής σ΄ ένα διάστηµα ∆ και δεν µηδενίζεται σ’ ’ ’ ’ αυτό , τότε αυτό , τότε αυτό , τότε αυτό , τότε 
αυτή ή είναι θετική για κάθε χαυτή ή είναι θετική για κάθε χαυτή ή είναι θετική για κάθε χαυτή ή είναι θετική για κάθε χ∈∈∈∈∆ ή είναι αρνητική για κάθε χ∆ ή είναι αρνητική για κάθε χ∆ ή είναι αρνητική για κάθε χ∆ ή είναι αρνητική για κάθε χ∈∈∈∈∆∆∆∆ 

             Η διατύπωση αυτή πολλές φορές µας επιτρέπει να βρούµε τη συνάρτηση. 

2222ηηηη    ΣΥΝΕΠΕΙΑ Θ.ΣΥΝΕΠΕΙΑ Θ.ΣΥΝΕΠΕΙΑ Θ.ΣΥΝΕΠΕΙΑ Θ.BolzBolzBolzBolzanoanoanoano    
    
Μια συνεχής συνάρτηση f διατηρεί πρόσηµο σε καθένα από τα διαστήµατα στα οποία Μια συνεχής συνάρτηση f διατηρεί πρόσηµο σε καθένα από τα διαστήµατα στα οποία Μια συνεχής συνάρτηση f διατηρεί πρόσηµο σε καθένα από τα διαστήµατα στα οποία Μια συνεχής συνάρτηση f διατηρεί πρόσηµο σε καθένα από τα διαστήµατα στα οποία 
διαδοχικές ρίζες της χωρίζουν το Πεδίο ορισµού της.διαδοχικές ρίζες της χωρίζουν το Πεδίο ορισµού της.διαδοχικές ρίζες της χωρίζουν το Πεδίο ορισµού της.διαδοχικές ρίζες της χωρίζουν το Πεδίο ορισµού της.    

 

1111ηηηη    ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ  Εύρεση κοινού σηµείου δύο συναρτήσεων. Εύρεση κοινού σηµείου δύο συναρτήσεων. Εύρεση κοινού σηµείου δύο συναρτήσεων. Εύρεση κοινού σηµείου δύο συναρτήσεων. Τα κοινά σηµεία δύο Τα κοινά σηµεία δύο Τα κοινά σηµεία δύο Τα κοινά σηµεία δύο 
συναρτήσεων συναρτήσεων συναρτήσεων συναρτήσεων ffff    και και και και gggg    είναι στις ρίζες της εξίσείναι στις ρίζες της εξίσείναι στις ρίζες της εξίσείναι στις ρίζες της εξίσωσης ωσης ωσης ωσης ffff((((xxxx)=)=)=)=gggg((((xxxx).).).).    

2222ηηηη    ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ                Αν µια συνάρτηση είναι συνεχής σε ένα διάστηµα ∆ και για Αν µια συνάρτηση είναι συνεχής σε ένα διάστηµα ∆ και για Αν µια συνάρτηση είναι συνεχής σε ένα διάστηµα ∆ και για Αν µια συνάρτηση είναι συνεχής σε ένα διάστηµα ∆ και για 
κάθεκάθεκάθεκάθε        x∈∆     ισχύειισχύειισχύειισχύει    ( ) 0f x ≠     τότε η f δεν αλλάζει πρόσηµο σε ολόκληρο το ∆τότε η f δεν αλλάζει πρόσηµο σε ολόκληρο το ∆τότε η f δεν αλλάζει πρόσηµο σε ολόκληρο το ∆τότε η f δεν αλλάζει πρόσηµο σε ολόκληρο το ∆. 

3333ηηηη        ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ                Αν µια συνάρτηση , όπως έχει οριστΑν µια συνάρτηση , όπως έχει οριστΑν µια συνάρτηση , όπως έχει οριστΑν µια συνάρτηση , όπως έχει οριστεί , δεν ορίζεται σε κάποιο άκρο , εί , δεν ορίζεται σε κάποιο άκρο , εί , δεν ορίζεται σε κάποιο άκρο , εί , δεν ορίζεται σε κάποιο άκρο , 
τότε µετασχηµατίζουµε την αρχική εξίσωση  απαλείφοντας τους ανεπιθύµητους τότε µετασχηµατίζουµε την αρχική εξίσωση  απαλείφοντας τους ανεπιθύµητους τότε µετασχηµατίζουµε την αρχική εξίσωση  απαλείφοντας τους ανεπιθύµητους τότε µετασχηµατίζουµε την αρχική εξίσωση  απαλείφοντας τους ανεπιθύµητους 
παρανοµαστέςπαρανοµαστέςπαρανοµαστέςπαρανοµαστές    

Κ ε φ α λ α ι ο   

3 3. Ειδικά θεωρήµατα 

Συνέχεια 
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Άσκηση 1Άσκηση 1Άσκηση 1Άσκηση 1 Να  δείξετε ότι η εξίσωση  2x7+8x=7 έχει µία τουλάχιστον ρίζα στο διάστηµα 
(0,1). 
  1) Βαφτίζουµε την εξίσωση συνάρτησηΒαφτίζουµε την εξίσωση συνάρτησηΒαφτίζουµε την εξίσωση συνάρτησηΒαφτίζουµε την εξίσωση συνάρτηση f(x)=2x7+8x-7 (όλα στο α' µέλος) 
  2) Εφαρµόζουµε το Θ. Εφαρµόζουµε το Θ. Εφαρµόζουµε το Θ. Εφαρµόζουµε το Θ. BolzanoBolzanoBolzanoBolzano    για την για την για την για την ffff στο [0,1]. 
            δηλαδή εξετάζουµε αν είναι συνεχής και αν f(0)f(1)<0. 
Άσκηση 2Άσκηση 2Άσκηση 2Άσκηση 2                ∆ίδονται οι συναρτήσεις f ,g  που είναι συνεχείς στο [α,β] . Αν f(α)> g(α) και 
f(β)< g(β) , να αποδειχθεί ότι υπάρχει ξ ∈ [α,β] τέτοιο ώστε : f(ξ)= g(ξ) 
ΛύσηΛύσηΛύσηΛύση    
ffff(ξ)= (ξ)= (ξ)= (ξ)= gggg(ξ) (ξ) (ξ) (ξ) ⇔     ffff(ξ)(ξ)(ξ)(ξ)----    gggg(ξ)=0(ξ)=0(ξ)=0(ξ)=0    

Θεωρούµε τη συνάρτηση : Θεωρούµε τη συνάρτηση : Θεωρούµε τη συνάρτηση : Θεωρούµε τη συνάρτηση : hhhh((((xxxx)= )= )= )= ffff((((xxxx))))----    gggg((((xxxx)   )   )   )   xxxx    ∈ [α,β]  και εφαρµόζουµε το Θ.Bolzano για την 
h(x) 

Άσκηση 3Άσκηση 3Άσκηση 3Άσκηση 3         ∆ίνεται η συνάρτηση f :[0,2π] � R που είναι συνεχής στο [0,2π] και για την 
οποία ισχύει f(0)=f(2π). Να δείξετε ότι υπάρχει ξ∈(0,2π) , ώστε f(ξ)=f(ξ+π) 

ΛύσηΛύσηΛύσηΛύση    
Θεωρούµε την συνάρτηση g µε g(x)=f(x)-f(x+π) στο διάστηµα [0,2π] 
ΠΡΟΣΟΧΗ !!! η g(x) ορίζεται στο [0,π] διότι :   πρέπει   χ∈[0,2π] και χ+π∈[0,2π] µετά από 
συναλήθευση χ∈[0,π]  

• Η f είναι συνεχής στο [0,2π] , άρα και στο [0,π]. 
• Η  x +π είναι πολυωνυµική , άρα συνεχής στο R , άρα και στο [0,π]. Η σύνθεση 
συνεπώς ,η f(x+π) είναι συνεχής στο [0,π] 
Τέλος ο γραµµικός συνδυασµός  f(x)-f(x+π) ,δηλαδή η συνάρτηση g είναι συνεχής στο [0,π] 
Ακόµα είναι : 
• g(0)=f(0)-f(0+π)=f(0)-f(π) 
• g(π)=f(π)-f(π+π)=f(π)-f(2π)=f(π)-f(0) 
Εποµένως : 
g(0)g(π)=[ f(0)-f(π)][ f(π)-f(0)]=-[ f(0)-f(π)]2 

Έτσι λοιπόν σύµφωνα µε το θεώρηµα  BolzanoBolzanoBolzanoBolzano    ––––WeirstrassWeirstrassWeirstrassWeirstrass υπάρχει ξ∈(0,π) ώστε g(ξ)=0 ⇒    
f(ξ)-f(ξ+π)=0⇒  f(ξ) = f(ξ+π) 

Άσκηση 4: (Άσκηση  Άσκηση 4: (Άσκηση  Άσκηση 4: (Άσκηση  Άσκηση 4: (Άσκηση  52525252    Μπάρλας σελ 2Μπάρλας σελ 2Μπάρλας σελ 2Μπάρλας σελ 262626262)!!!!!)!!!!!)!!!!!)!!!!!!! !! !! !!     

Έστω η συνεχής συνάρτηση f:R�R µε  ( ) 0f x ≠  για κάθε   και f(1)=-2. Να βρείτε το 
3( (2) 1) 5 1lim

x

f x x
→−∞

 − + −   

ΛύσηΛύσηΛύσηΛύση    

Αφού f(1)=-2  και  ( ) 0f x ≠  τότε η f είναι κάτω από τον άξονα , άρα f(x)<0 δηλαδή f(2)-1<0 

3 3( (2) 1) 5 1 ( (2) 1)lim lim
x x

f x x f x
→−∞ →−∞

   − + − = − = +∞     

Άσκηση 5:Άσκηση 5:Άσκηση 5:Άσκηση 5:    ∆ίνεται συνεχής συνάρτηση∆ίνεται συνεχής συνάρτηση∆ίνεται συνεχής συνάρτηση∆ίνεται συνεχής συνάρτηση        ffff    ::::RRRR����RRRR    για την οποία ισχύει για την οποία ισχύει για την οποία ισχύει για την οποία ισχύει 

ότι:ότι:ότι:ότι:        3 2 5 2( ) 2 ( ) 1x f x x f x x x− = − + − για κάθεγια κάθεγια κάθεγια κάθε    .... 

1) Να βρεθεί το1) Να βρεθεί το1) Να βρεθεί το1) Να βρεθεί το    ffff(1) ,(1) ,(1) ,(1) , 
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2) Να αποδειχθεί ότι2) Να αποδειχθεί ότι2) Να αποδειχθεί ότι2) Να αποδειχθεί ότι        ffff((((xxxx)>0  για κάθε)>0  για κάθε)>0  για κάθε)>0  για κάθε    ....    
 
Λύση:Λύση:Λύση:Λύση:    
Για  x=1  στην παραπάνω σχέση θα πάρουµε:   
 

2 2(1) 2 (1) 1 1 1 (1) 2 (1) 1 0f f f f− = − + − ⇒ − + =  

( )2
(1) 1 0 (1) 1f f− = ⇒ =

 
2) Για να αποδείξουµε το ζητούµενο θα χρησιµοποιήσουµε το εξής θεώρηµα: 
Από το πρώτο ερώτηµα έχουµε ότι  f(1)=1>0. Εποµένως αρκεί να δείξουµε ότι 

( ) 0f x ≠   στο . Ας υποθέσουµε ότι  f(x)=0, τότε από τη σχέση θα πάρουµε ότι:      

 
Υπολογίζουµε την διακρίνουσα της παραπάνω δευτεροβάθµιας εξίσωσης και βλέπουµε ότι 
είναι αρνητική. ∆ηλαδή η δευτεροβάθµια εξίσωση δεν έχει ρίζες. Άρα δεν γίνεται να ισχύει 
f(x)=0 για κανένα . Συνεπώς  κι άρα αποδείχθηκε το ζητούµενο 

Άσκηση 6Άσκηση 6Άσκηση 6Άσκηση 6  ∆ίνεται η συνεχής και αύξουσα συνάρτηση f µε f(0)=5 και f(1)=6.  Να δείξετε   ότι 
η γραφική της παράσταση έχει ακριβώς ένα κοινό σηµείο µε την y=5x2-x+4. 
ΛύσηΛύσηΛύσηΛύση    
 
 Στην περίπτωσή µας η εξίσωση θα είναι f(x)= 5x2-x+4. 
Θ.Βolzano λοιπόν για την h(x)= f(x)-5x2+x-4 στο [0,1]. 
 
    
Η µοναδικότητα της ρίζαςΗ µοναδικότητα της ρίζαςΗ µοναδικότητα της ρίζαςΗ µοναδικότητα της ρίζας εξασφαλίζεται µε την µονοτονία της συνάρτησης,  

Προσοχή όταν µας ζητούν την ύπαρξη Προσοχή όταν µας ζητούν την ύπαρξη Προσοχή όταν µας ζητούν την ύπαρξη Προσοχή όταν µας ζητούν την ύπαρξη         xxxx0000∈∈∈∈    [α,β), ∆είτε την παρακάτω άσκηση !![α,β), ∆είτε την παρακάτω άσκηση !![α,β), ∆είτε την παρακάτω άσκηση !![α,β), ∆είτε την παρακάτω άσκηση !!    

Άσκηση 7Άσκηση 7Άσκηση 7Άσκηση 7        Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστηµα ∆ = [0, 1] και ισχύει ( ) 0xf1 ≤<−  

για κάθε x∈∆. Να αποδείξετε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα σηµείο x0∈ [0, 1), τέτοιο ώστε 

( ) ( ) 0xxfxf 00
2

0 =++ . 

                                    ΛΥΣΗΛΥΣΗΛΥΣΗΛΥΣΗ    

Θεωρούµε τη συνάρτηση ( ) ( )( ) ( ) ,xxfxfxh 2 ++=   x∈[0, 1].  

• Η συνάρτηση h(x) είναι συνεχής στο [0, 1] ως άθροισµα των συνεχών συναρτήσεων 

( )( ) ( )xf  ,xf 2
 και x.  

• ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) 010f0f0f0f0h 2 ≤+⋅=+= , αφού για κάθε x∈[0, 1] ισχύει ( ) 0xf1 ≤<− . 

• ( ) ( )( ) ( ) 011f1f1h 2 >++=  αφού είναι 01xx 2 >++  για κάθε x∈R. . 

∆ιακρίνουµε δυο περιπτώσεις:  

i)i)i)i) Αν f(0) = 0, τότε ( )( ) ( ) 00f0f 2 =+  και συνεπώς x0 = 0. 

ii)ii)ii)ii) Αν f(0) < 0, τότε ( ) ( ) 01h0h <  και σύµφωνα µε το Θ. Bolzano υπάρχει τουλάχιστο 

ένα x0 ∈(0, 1) µε h(x0) = 0. 

Εποµένως υπάρχει ένα τουλάχιστον x0∈ [0, 1)  τέτοιο ώστε:  ( )( ) ( ) 0xxfxf 00
2

0 =++  

1) Εύρεση του τύπου της συνάρτησης f 

Παράδειγµα   ( άσκηση 5Παράδειγµα   ( άσκηση 5Παράδειγµα   ( άσκηση 5Παράδειγµα   ( άσκηση 59999    ΜπάρλαςΜπάρλαςΜπάρλαςΜπάρλας        σελ 263σελ 263σελ 263σελ 263) ) ) )     
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0 0

1

( ) 2 1 2 1 (2.0 1) 1 0
1lim lim lim

ux x

uxf x
u

x

ηµ ηµ
+ + →+∞→ →

 
   = − = − = − = − <   

  
 

0

1

( ) 2 1 2 1 ( 2 .1 1) 1 0
1l im l im l im

x x u

uxf x
u

x

η µ η µ

→ + ∞ → + ∞ →

 
   = − = − = − = + >   

  
 

Έστω f συνεχής συνάρτηση στο [-2,2] για την οποία ισχύει : x2+f2(x)=4      [ 2, 2]x∈ −  

i) Να βρείτε τις ρίζες της εξίσωσης f(x)=0 
ii) Να δείξετε ότι η f διατηρεί το πρόσηµό της στο διάστηµα (-2,2) 
iii) Ποιος µπορεί να είναι ο τύπος της f; 

iv) Αν f(1)=- 3  να βρείτε την f 

 

2) Εύρεση πρόσηµου της συνάρτησης f από όριο 

Παράδειγµα   ( άσκηση 7Παράδειγµα   ( άσκηση 7Παράδειγµα   ( άσκηση 7Παράδειγµα   ( άσκηση 76666    ΜπάρλαςΜπάρλαςΜπάρλαςΜπάρλας        σελ 265σελ 265σελ 265σελ 265) ) ) )     

Να δείξετε ότι η εξίσωση 
1

2 1x
x

ηµ =  έχει µία τουλάχιστον θετική ρίζα. 

Λύση Λύση Λύση Λύση Θεωρούµε τη συνάρτηση ( ) 1
2 1f x x

x
ηµ= −  Θα µελετήσουµε τη συµπεριφορά της στο 

διάστηµα (0, )+∞   αφού ψάχνοµε µια τουλάχιστον θετική ρίζα. 

1) Η f είναι συνεχής στο  (0, )+∞  

2)  
 
 
 
 
Άρα  f(x)<0  Κοντά στο µηδέν 
3)  
 
 
Άρα  f(x)>0  Κοντά σε µια περιοχή του +∞ . ∆ηλαδή η γραφική παράσταση θα τέµνει 
τουλάχιστον µία φορά τον άξονα των xx΄ 
 
Το 0 ανήκει στο Π.Τ άρα σύµφωνα µε Θεώρηµα Ενδιάµεσων τιµών , θα υπάρχει 
τουλάχιστον ένα ξ του πεδίου ορισµού ώστε f(ξ)=0    

 
 
**************************************************************** 
 
ΙΙ    ΘΕΩΡΗΜΑ ΕΝ∆ΙΑΜΕΣΩΝ ΤΙΜΩΝ 

Γεωµετρική ερµηνείαΓεωµετρική ερµηνείαΓεωµετρική ερµηνείαΓεωµετρική ερµηνεία    
Η ευθεία y = n όπου n µεταξύ των f (α) και , f(β) τέµνει τη γραφική παράσταση της f 
τουλάχιστον σε ένα σηµείο µε τετµηµένη µεταξύ των α και β. 

Παράδειγµα 1 Παράδειγµα 1 Παράδειγµα 1 Παράδειγµα 1 ∆ίνεται η συνάρτηση   
3

( ) 7
16

x
f x xηµπ= − +  Να εξετάσετε αν η συνάρτηση 

παίρνει την τιµή 
7

2
 στο [-4,4] 

ΛύσηΛύσηΛύσηΛύση    
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                Εδώ εξετάζουµε τρεις πρὁποθέσεις: 
α)α)α)α) Η συνάρτηση να είναι συνεχήςσυνεχήςσυνεχήςσυνεχής στο [-4,4]. 
ββββ) Τα f(-4) και f(4) να είναι διαφορετικάδιαφορετικάδιαφορετικάδιαφορετικά. 
γ)γ)γ)γ) Ο αριθµός 7/2 να βρίσκεται ανάµεσαανάµεσαανάµεσαανάµεσα στα f(-4) και f(4). 
    Τότε υπάρχει ξ στο (-4,4) ώστε f(ξ)=7/2. 

Παράδειγµα 2 Παράδειγµα 2 Παράδειγµα 2 Παράδειγµα 2 ∆ίνεται η συνεχής συνάρτηση f ώστε f(1)= -2, f(2)=6 και f(3)= -7. Να δείξετε 
ότι η f δεν  αντιστρέφεται. 
 

Παράδειγµα 3Παράδειγµα 3Παράδειγµα 3Παράδειγµα 3                    Αν f συνεχής στο R, ( ) 0xf ≠  για κάθε ( ) ( ) 32007f  ,
2

1
2005f  ,Rx ==∈     και  

f(1) f(2) = f(3) f(4) να αποδείξετε ότι   υπάρχει ξ ∈R ώστε f(ξ) = 1.  

                        ΛΥΣΗΛΥΣΗΛΥΣΗΛΥΣΗ    
  •  Η f είναι συνεχής στο [2005, 2007] 

•  ( ) ( ) 32007f2005f
2

1
=≠=  

•  Ο αριθµός 1 είναι µεταξύ των f(2005) και f(2007) άρα ισχύει το θεώρηµα των ενδιάµεσων θεώρηµα των ενδιάµεσων θεώρηµα των ενδιάµεσων θεώρηµα των ενδιάµεσων 
τιµών, τιµών, τιµών, τιµών, οπότε θα υπάρχει ( ) R2007,2005 ⊆∈ξ  ώστε         f(ξ) = 1.  

Άλλη λύση µε Άλλη λύση µε Άλλη λύση µε Άλλη λύση µε BolzanoBolzanoBolzanoBolzano    
Θεωρώ τη συνάρτηση g(x)= f(x)- 1 , εφαρµόζω το Θ.Bolzano στο [2005,2007] 

 
**************************************************************** 
ΙΙΙ ΘΕΩΡΗΜΑ ΜΕΓΙΣΤΗΣ ΕΛΑΧΙΣΤΗΣ ΤΙΜΗΣ 

Παράδειγµα 2Παράδειγµα 2Παράδειγµα 2Παράδειγµα 2                Έστω f συνεχής στο [0,4]. Να δείξετε ότι  υπάρχει x0 στο (0,4) ώστε  
         9f(x0)=2f(1)+3f(2)+4f(3).  
ΠροσοχήΠροσοχήΠροσοχήΠροσοχή    όµωόµωόµωόµως !ς !ς !ς ! Το διάστηµα να είναι κλειστό. Τότε όλες οι τιµές της συνάρτησης 
βρίσκονται ανάµεσα στο ελάχιστο m και στο µέγιστο Μ. κ.λ.π. 

           2m ≤ 2f(1) ≤ 2M  
           3m ≤ 3f(2) ≤ 3M  + 
           4m ≤ 4f(3) ≤ 4M 
----------------------------------------------- 
          9m ≤ 9f(x0) ≤ 9M   ⇔         m ≤ f(x0) ≤ M 
 
**************************************************************** 
         ΣΥΝΟΛΟ ΤΙΜΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 
 

Το σύνολο τιµών είναι η προβολή της γραφικής παράστασης µιας συνάρτησης στον άξονα 
y'y. 
    
Για την εύρεση του συνόλου τιµών είναι απαραίτητη η µονοτονία!!,η µονοτονία!!,η µονοτονία!!,η µονοτονία!!, γιατί οι ακραίες τιµές 
του πεδίου ορισµού δεν δίνουν τις ακραίες τιµές του συνόλου τιµών.    
 

Εύρεση συνόλου τιµών 
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Από το  θεώρηµα ενδιάµεσων τιµών προκύπτει ότι το σύνολο τιµών µσύνολο τιµών µσύνολο τιµών µσύνολο τιµών µιας συνεχούς ιας συνεχούς ιας συνεχούς ιας συνεχούς 
συνάρτησης  f  µε πεδίο ορισµού το συνάρτησης  f  µε πεδίο ορισµού το συνάρτησης  f  µε πεδίο ορισµού το συνάρτησης  f  µε πεδίο ορισµού το ]β,α[  είναι το κλειστό διάστηµα ],[ Mm , όπου m η 

ελάχιστη τιµή και Μ η µέγιστη τιµή της.    

•Κατά συνέπεια: 

 Aν µια συνάρτηση  f  είναι γνησίως αύξουσαγνησίως αύξουσαγνησίως αύξουσαγνησίως αύξουσα και συνεχήςσυνεχήςσυνεχήςσυνεχής σε ένα κλειστκλειστκλειστκλειστόόόό 
     διάστηµα [α,β], τότε το σύνολο τιµών της στο διάστηµα αυτό είναι το 
    διάστηµα        [[[[ffff(α),(α),(α),(α),ffff(β)].(β)].(β)].(β)].    
 Aν µια συνάρτηση  f  είναι γνησίως αύξουσαγνησίως αύξουσαγνησίως αύξουσαγνησίως αύξουσα και συνεχήςσυνεχήςσυνεχήςσυνεχής σε ένα ανοικτόανοικτόανοικτόανοικτό 
     διάστηµα )β,α( , τότε το σύνολο τιµών της στο διάστηµα αυτό είναι το 

     διάστηµα ( )x(flim
αx +→

, )x(flim
x −β→

). 

 Aν µια συνάρτηση  f  είναι γνησίως φθίνουσαγνησίως φθίνουσαγνησίως φθίνουσαγνησίως φθίνουσα και συνεχήςσυνεχήςσυνεχήςσυνεχής σε ένα    κλειστόκλειστόκλειστόκλειστό 
     διάστηµα [α,β], τότε το σύνολο τιµών της στο διάστηµα αυτό είναι το 
     διάστηµα [[[[ffff(β),(β),(β),(β),ffff(α)].(α)].(α)].(α)].    
 Aν µια συνάρτηση  f  είναι γνησίως φθίνουσαγνησίως φθίνουσαγνησίως φθίνουσαγνησίως φθίνουσα και συνεχήςσυνεχήςσυνεχήςσυνεχής σε ένα ανοικτόανοικτόανοικτόανοικτό 
     διάστηµα )β,α( , τότε το σύνολο τιµών της στο διάστηµα αυτό είναι το 

     διάστηµα ( )x(flim
βx −→

, )x(flim
αx +→

). 

      

Παράδειγµα 1Παράδειγµα 1Παράδειγµα 1Παράδειγµα 1    
Να Βρείτε το σύνολο τιµών των συναρτήσεων 
Α) f(x)=2x+1 , αν [ 2,3]x A∈ = −  

B) g(x)= x2    , αν [ 2,3]x A∈ = −  

Γ) h(x)= - x2   , αν [ 2,3]x A∈ = −  

ΑπάντησηΑπάντησηΑπάντησηΑπάντηση    
Α) Η f  είναι αύξουσα άρα f(A)=[f(-2),f(3)]=[-3,7] 
B) Μπορούµε να ισχυριστούµε το ίδιο για τη g ? ∆ηλαδή g(A)=[4,9] ; Όχι 
Γ) Μπορούµε να ισχυριστούµε το ίδιο για τη h ? ∆ηλαδή h(A)=[-4,-9] ; Όχι 
∆είτε τις γραφικές παραστάσεις για να καταλάβετε. 

 
Παράδειγµα 2 Παράδειγµα 2 Παράδειγµα 2 Παράδειγµα 2     
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  ∆ίνεται η συνάρτηση f(x)=x2+1 στο Α=[0,2]. Να δείξετε ότι είναι αύξουσα  και να βρείτε  
         το σύνολο τιµών της.  
                             
        0 ≤ x ≤ 2    ⇔    02 ≤ x2 ≤ 22    ⇔        1 ≤ x2+1 ≤ 5   ⇔        1 ≤ f(x) ≤ 5  
άρα f(Α)=[1,5] 

Παράδειγµα 3Παράδειγµα 3Παράδειγµα 3Παράδειγµα 3        
Έστω η f(x)=lnx+ex-1-1 

       i) Να δείξετε ότι είναι αύξουσα 
      ii) Να βρείτε το σύνολο τιµών της 
iii)iii)iii)iii) Να λύσετε την εξίσωση lnx+ex-1=1. 

ΛύσηΛύσηΛύσηΛύση    

Πρέπει x>0 , δηλαδή Π.Ο=(0 , +00) 

Μελέτη ως προς µονοτονία : εύκολα γνησίως αύξουσα 

 Εδώ το σύνολο τιµών θα βρεθεί µε όρια: 
 

Επειδή η συνάρτηση είναι αύξουσα τέµνει µια φορά τον x'x, 
άρα έχει µία µόνο προφανή ρίζα την x=1. 
 
 
 
 
 
ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΠΑΝΩ ΣΤΑ ΕΙ∆ΙΚΑ ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ 

ΘΕΜΑ 1ο  ∆ίνεται συνεχής συνάρτηση f : [-α,α] � [-α,α] . Να δείξετε ότι υπάρχει    ξ ∈[-α,α] , 
ώστε f(ξ)=ξ 

 ΘΕΜΑ 2ο  ∆ίνεται η εξίσωση 0 , , ,
a

R
x x

β
µε α β γ δ

γ δ
+ = ∈

− −
 α>0 ,β>0 και γ<δ . ∆είξτε ότι η 

παραπάνω εξίσωση έχει µια µόνο λύση στο (γ,δ) 

ΘΕΜΑ 3ο  Να δείξετε ότι η εξίσωση χ3+αχ2+β=0 µε β>0 και α+β+1<0 , έχει δύο τουλάχιστον ρίζες 
στο διάστηµα (-1,1) 

ΘΕΜΑ 4ο   ∆ίνεται συνεχής συνάρτηση f : [α,β] � [α,β] µε α<β και αβ>0 . ∆είξτε ότι υπάρχει 
ξ∈[α,β] , ώστε ξf(ξ)=αβ   

ΘΕΜΑ 5ο  Θεωρούµε τις συνεχείς συναρτήσεις f : R�(-∞ ,1) και g : R�(1,+ ∞ ). Έστω α,β 
πραγµατικοί αριθµοί µε α<β και f(α)=α , g(β)=β. Να δείξετε ότι υπάρχει ξ∈(α,β) ώστε f(ξ)g(ξ)=ξ 
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ΘΕΜΑ 6ο  Θεωρούµε τις συνεχείς συναρτήσεις f : [0,1] �R και g : [0,1] �R, τέτοιες ώστε 
f(0)=g(1) , f(1)=g(0) και g(0)≠ g(1). 
Να δείξετε ότι υπάρχει ξ∈[0,1] , ώστε f(ξ)=g(ξ). 

ΘΕΜΑ 7ο   ∆ίνεται συνεχής συνάρτηση f : [α,β] � R , η οποία δεν µηδενίζεται για καµία τιµή 
χ∈[α,β] . ∆είξτε ότι η συνάρτηση f διατηρεί σταθερό πρόσηµο στο [α,β] 

ΘΕΜΑ 8ο ∆είξτε ότι κάθε πολυωνυµική συνάρτηση περιττού βαθµού, δέχεται τουλάχιστον µία 
πραγµατική ρίζα  

ΘΕΜΑ 9ο Θεωρούµε τη συνεχή συνάρτηση f : [α,β] � R για την οποία ισχύει f(α)+f(β)=0 (1) . Να 
αποδείξετε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα ξ ∈[α,β] , ώστε f(ξ)=0 

ΘΕΜΑ 10ο ∆ίνεται η συνάρτηση f η οποία είναι συνεχής στο [0,4], και γνησίως µονότονη µε 
f(0)=7 και f(4)=1 

• Να βρείτε το είδος της µονοτονίας της συνάρτησης f 
• Να αποδείξετε ότι η εξίσωση   f(χ)=α , όπου α∈[0,7] , έχει µία µόνο λύση στο [0,4] 

• Να αποδείξετε ότι υπάρχει µοναδικός αριθµός ξ ∈(0,4) , τέτοιος ώστε : 

(1) 3 (2) 5 (3)
( )

9

f f f
f ξ

+ +
=  

ΘΕΜΑ 11ο ∆ίνονται οι συναρτήσεις f(χ)=χ2+βχ+γ και g(χ)=-χ2+βχ+γ   (γ≠ 0). Αν ρ είναι ρίζα της f 
, ξ είναι η ρίζα της g   µε ρ<ξ , να αποδείξετε ότι υπάρχει κ∈(ρ,ξ) , ώστε f(k)=-2g(k) 

ΘΕΜΑ 12ο Θεωρούµε τη συνάρτηση f : [α,β] � R η οποία είναι συνεχής . Έστω χ1,χ2,χ3,…….χκ , 
σηµεία του [α,β] . Να αποδείξετε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα ξ ∈[α,β]  ώστε   

1 2( ) ( ) ......... ( )
( ) kf x f x f x

f
k

ξ
+ +

=
 

 

 ΛΥΣΕΙΣ ΘΕΜΑΤΩΝ 

Λύση θέµατος 1Λύση θέµατος 1Λύση θέµατος 1Λύση θέµατος 1    

Θεωρούµε την συνάρτηση g µε g(x) =f(x)-x στο διάστηµα [-α, α] 
• Η g είναι συνεχής στο [-α ,α] από την υπόθεση 
• Η x είναι πολυωνυµική , άρα συνεχής στο Ε., άρα και στο [-α ,α] 
Τέλος η διαφορά f(x) -χ , δηλαδή η συνάρτηση g είναι συνεχής συνάρτηση στο [-α,α] 

Ακόµα είναι 

• g(-α) = f(-α) - (-α) = f(-α) + α ≥  0 , διότι :  

-a≤ f(χ) ≤α,     για κάθε χ∈ [-α,α]   και για χ=-α παίρνουµε 

-α ≤ f(-α) ≤α   => f(-α) + α ≥  0 

• g(α) = f(α)-α = f(α)-α  ≤  0 , διότι 
-α ≤ f(x) ≤α,     για κάθε χ∈ [-α,α]    και για x = α παίρνουµε 
-α   ≤ f(α) ≤α   => f(α)-α≤0 

Εποµένως  g(-α)g(α) ≤  0 Άρα      
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• Αν g(-α)g(α) =0 
( ) 0 ( ) 0 ( )

( ) 0 ( ) 0 ( )

g a f a a f a a ά

g a f a a f a a ά

ρα ξ α
ρα ξ α

− = ⇒ − + = ⇒ − = − = −
⇔ 

= ⇒ − = ⇒ = =
    

• Αν g(-α)g(α)<0 , σύµφωνα µε το θεώρηµα  Bolzano –Weirstrass υπάρχει 
ξ∈(-α,α) ώστε g(ξ)=0 ⇒    f(ξ)- ξ=0⇒  f(ξ) = ξ 

ΛΥΣΗ θέµατος 2ΛΥΣΗ θέµατος 2ΛΥΣΗ θέµατος 2ΛΥΣΗ θέµατος 2    

Με χ≠ δ και χ ≠ δ η δοσµένη εξίσωση είναι ισοδύναµη µε την εξίσωση α(χ-δ)+β(χ-γ)=0  
Θεωρούµε την συνάρτηση f µε f(x)= α(χ-δ)+β(χ-γ) στο διάστηµα [γ,δ] 

• Η f συνεχής στο [γ,δ] σαν πολυωνυµική 
Ακόµα είναι : 
• f(γ)=α(γ-δ)+β(γ-γ)=α(γ-δ)<0 , αφού α>0 και γ<δ 
• f(δ)=α(δ-δ)+β(δ-γ)=β(δ-γ)>0 , αφού β>0 και δ>γ 

Εποµένως f(γ) f(δ)<0     και σύµφωνα µε το θεώρηµα Bolzano υπάρχει ξ∈(γ,δ) ώστε f(ξ)=0 

⇒  α(ξ-δ)+β(ξ-γ)=0⇒
α(ξ-δ)+β(ξ-γ)

0 0 (1)
(ξ-δ)(ξ-γ)

α β
ξ γ ξ δ

= ⇒ + =
− −

 

Έστω τώρα , ότι η f  έχει δύο διαφορετικές ρίζες ρ1,ρ2 στο (γ,δ) µε ρ1 ≠ ρ2 . Τότε  

• γ<ρ1<ρ2<δ , και                   (2) 
• f(ρ1)=f(ρ2) ( αφού ρ1,ρ2 είναι ρίζες της f)   (3) 

Όµως f(χ)=α(χ-δ)+β(χ-γ)=(α+β)χ-(αδ+βγ)   και επειδή α+β>0 η συνάρτηση    f είναι γνησίως 
αύξουσα , δηλαδή ρ1<ρ2 ⇒ f(ρ1)<f(ρ2)  άτοπο λόγω της (3) 

Λύση θέµατος 3Λύση θέµατος 3Λύση θέµατος 3Λύση θέµατος 3    

Θεωρούµε τη συνάρτηση f(χ)= χ3+αχ2+β στα διαστήµατα [-1,0] και [0,1] 

• Η f είναι συνεχής σαν πολυωνυµική , εποµένως θα είναι συνεχής και στα 
υποδιαστήµατα  [-1,0] και [0,1] 
Ακόµα είναι : 
• f(-1)=(-1)3+α(-1)2+β=-1+α+β<0  (1) ,διότι α+β+1<0 ⇒α+β-1<-2<0 

• f(1)=13+α12+β=1+α+β<0              (2) 
• f(0)=03+α02+β=β>0                       (3) 

Εποµένως :   

   √  f(-1)f(0)<0 , άρα σύµφωνα µε θ.θ.θ.θ.BolzanoBolzanoBolzanoBolzano υπάρχει ξ1∈(-1,0) ώστε f(ξ1)=0  (4) 

√  f(0)f(1)<0 , άρα σύµφωνα µε θ.Bolzano υπάρχει ξ2∈(0,1) ώστε f(ξ2)=0  (5) 

Συνεπώς στο διάστηµα (-1,1) η συνάρτηση f έχει τουλάχιστον δύο ρίζες   

Λύση θέµατος 4Λύση θέµατος 4Λύση θέµατος 4Λύση θέµατος 4    
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Θεωρούµε τη συνάρτηση g µε g(x)=xf(x)-αβ στο διάστηµα [α,β] 

• Η f είναι συνεχής στο [α,β] από την υπόθεση  
• Η χ είναι πολυωνυµική , άρα συνεχής στο R, άρα και στο [α,β] . ∆ηλαδή η χf(x) είναι 
συνεχής συνάρτηση στο [α,β] 
• Η αβ είναι συνεχής σαν σταθερή στο R, άρα και στο [α,β] 
Τέλος ο γραµµικός συνδυασµός xf(x)-αβ , δηλαδή η συνάρτηση g είναι συνεχής στο [α,β] 

Ακόµα είναι :  

• g(α)=αf(α)-αβ=α[f(α)-β]≤0 , διότι : α≤ f(x) ≤β   για κάθε χ ∈[α,β] άρα και για χ=α , 
παίρνοµε α≤ f(α) ≤β  ⇒ f(α)-β ≤0          (1) 

• g(β)=βf(β)-αβ=β[f(β)-β]≥0 , διότι : α≤ f(x) ≤β   για κάθε χ ∈[α,β] άρα και για χ=β , 
παίρνοµε α≤ f(β) ≤β  ⇒ f(β)-α ≥0          (2) 

Εποµένως g(α) g(β) ≤0   . Άρα  

√  Αν g(α) g(β)=0  
( ) 0 ( ) 0 ( )

( ) 0 ( ) 0 ( )

g f a a f

g f a f

α α β α α αβ αρα ξ α
β β β β β β αβ αρα ξ β

= ⇒ − = ⇒ = =
⇔ 

= ⇒ − = ⇒ = =
 

√  Αν g(α)g(β)<0 , τότε σύµφωνα µε θ.θ.θ.θ.BolzanoBolzanoBolzanoBolzano υπάρχει ξ∈(α,β) ώστε g(ξ)=0 ⇒ ξf(ξ)-
αβ=0⇒ ξf(ξ)=αβ 

Λύση θέµατος 5Λύση θέµατος 5Λύση θέµατος 5Λύση θέµατος 5    

Θεωρούµε τη συνάρτηση h µε h(x)=f(x)g(x)-x στο διάστηµα [α,β]  

• H f είναι συνεχής στο R (από την υπόθεση) , άρα και στο [α,β] 
• Η g είναι συνεχής στο R (από την υπόθεση), άρα και στο [α,β] 
• Η x είναι συνεχής σαν πολυωνυµική στο R ,άρα και στο [α,β] 

Άρα η συνάρτηση h(x) συνεχής στο [α,β] 

Ακόµα είναι : 

• h(α) =f(α)g(α)-α=αg(α)-α=α[g(a)-1]>0,    (1)     διότι : α>0 και g(α)>1 ,αφού g(χ)>1 για 
κάθε χ∈R       
• h(β) =f(β)g(β)-β=βf(β)-β=β[f(β)-1]<0,    (2)     διότι : β>0 και f(β)<1 ,αφού f(χ)<1 για κάθε 
χ∈R   

Εποµένως h(α)h(β)<0 . Άρα σύµφωνα µε θ. θ. θ. θ. BolzanoBolzanoBolzanoBolzano υπάρχει ξ ∈(α,β) ώστε h(ξ)=0 ⇒ f(ξ)g(ξ)-
ξ=0 ⇒  f(ξ)g(ξ) =ξ 

Λύση του θέµατος 6Λύση του θέµατος 6Λύση του θέµατος 6Λύση του θέµατος 6    

Θεωρούµε τη συνάρτηση h µε h(χ)=f(x)- g(x) στο διάστηµα [0,1]  

• H f είναι συνεχής στο [0,1] (από την υπόθεση)   
• Η g είναι συνεχής στο [0,1] (από την υπόθεση) 
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Άρα η συνάρτηση h(x) =f(x)- g(x) συνεχής στο διάστηµα [0,1 

Ακόµα είναι : 

• h(0) =f(0) - g(0)=g(1)-g(0) 
• h(1) =f(1) - g(1)=g(0)-g(1) 

Εποµένως : h(0)h(1)=-[g(1)-g(0)]2<0   , άρα σύµφωνα µε θ.θ.θ.θ.BolzanoBolzanoBolzanoBolzano   υπάρχει ξ ∈(0,1) ώστε 
h(ξ)=0 ⇒ f(ξ) - g(ξ)=0 ⇒  f(ξ) = g(ξ)  

Λύση του θέµατος 7Λύση του θέµατος 7Λύση του θέµατος 7Λύση του θέµατος 7    

Από την υπόθεση είναι f(x)≠0 , για κάθε χ∈[α,β]    (1) 

Υποθέτουµε ότι η f  δεν διατηρεί σταθερό πρόσηµο στο [α,β] 

Εποµένως υπάρχουν χ1,χ2 ∈[α,β] (µε π.χ  χ1<χ2), τέτοια ώστε f(χ1)>0 και f(x2)<0 

Θεωρώντας τη συνάρτηση f στο διάστηµα [α,β] ,παρατηρούµε : 

• Η f  είναι συνεχής στο [α,β] , (από την υπόθεση) 
• Ακόµα f(χ1)f(x2)<0 , αρα σύµφωνα µε θ.θ.θ.θ.BolzanoBolzanoBolzanoBolzano   υπάρχει ξ ∈(x1,x2) ώστε h(ξ)=0 
άτοπο λόγω της (1) 

Λύση του θέµατος 8Λύση του θέµατος 8Λύση του θέµατος 8Λύση του θέµατος 8    

Έστω ότι f(x)=ανχ
ν+α ν-1χ ν-1+……..α0  µε ν=2κ+1, Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x) στο R . 

Προφανώς η f σαν πολυωνυµική είναι συνεχής στο R 

Είναι : 

• 
, 0

lim ( ) lim ( ) lim
, 0x x x

f x a x x νν ν
ν ν

ν

α
α

α→+∞ →+∞ →+∞

+∞ >
= = = 

−∞ <
          (1) 

• 
, 0

lim ( ) lim ( ) lim
, 0x x x

f x a x x νν ν
ν ν

ν

α
α

α→−∞ →−∞ →−∞

−∞ >
= = = 

+∞ <
          (2) 

∆ηλαδή σε κάθε περίπτωση είναι : lim ( ) lim ( ) 0
x x

f x f x
→+∞ →−∞

<         (3) 

Άρα σύµφωνα µε θ.θ.θ.θ.BolzanoBolzanoBolzanoBolzano   υπάρχει ξ ∈R ώστε h(ξ)=0 . ∆ηλαδή η εξίσωση f(x)=0 έχει 
τουλάχιστον µια πραγµατική ρίζα 

Λύση του θέµατος 9Λύση του θέµατος 9Λύση του θέµατος 9Λύση του θέµατος 9    

∆ιακρίνουµε τις περιπτώσεις : 

Ι) Έστω f(α)=0  ⇒  f(β)=0  άρα 
( ) 0,

( ) 0,

f a ύ

f ύ

οζητο µενο ξ α
β οζητο µενο ξ β

= Τ =


= Τ =
 



Επιµέλεια Γ. Κονταξάκης                                                                  Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗ 
 

18 

ΙΙ) Έστω f(α)≠ 0  Επειδή f(α)+f(β)=0 ⇒  f(β)=- f(α)
( ) 0f x ≠

⇒
 f(β)≠ 0  ,οπότε : f(α)+f(β)=0⇒  

f(α)[ f(α)+f(β)]=0⇒  f 2(α)+f(β)f(α)=0 , επειδή f 2(α)>0 θα είναι  f(α)f(β)<0  Άρα σύµφωνα µε 
θ.θ.θ.θ.BolzanoBolzanoBolzanoBolzano   υπάρχει τουλάχιστον ένα ξ ∈(α,β) ώστε f(ξ)=0 . 

Λύση του θέµατος 10Λύση του θέµατος 10Λύση του θέµατος 10Λύση του θέµατος 10    

I)I)I)I) Επειδή για 0<4 ⇒ f(0)=7>f(4)=1 και επειδή η f γνησίως µονότονη , συµπεραίνουµε 
ότι είναι γνησίως φθίνουσα  
II)II)II)II) Θεωρούµε τη συνάρτηση g µε  g(χ)=f(χ)-α στο διάστηµα [0,4] 
•••• Η g είναι συνεχής στο [0,4] σαν άθροισµα συνεχών συναρτήσεων στο [0,4] 
•••• Ακόµα g(0)=f(0)-α=7-α>0  αφού α∈[0,7]   g(4)=f(4)-α=1-α<0 Εποµένως 
g(0)g(4)<0  Άρα σύµφωνα µε θ.θ.θ.θ.BolzanoBolzanoBolzanoBolzano   υπάρχει τουλάχιστον ένα ξ ∈(0,4) ώστε g(ξ)=0 
⇒ f(ξ)-α=0⇒ .f(ξ)=α 
Η ρίζα είναι µοναδική αφού η συνάρτηση είναι γνησίως φθίνουσα. 

Απόδειξη: Αν υποθέσουµε ότι η εξίσωση f(χ)=α  δέχεται δεύτερη ρίζα διαφορετική της ξ στο 

διάστηµα [0,4] ( Έστω ρ<ξ) , τότε θα είχαµε  f (ρ)=f(ξ)=0  , οπότε : Για ρ<ξ
f ↓

⇒
 f (ρ)>f(ξ) 

⇒0>0 άτοπο . Εποµένως η ρίζα είναι µοναδική. 

ΙΙΙ)   ΙΙΙ)   ΙΙΙ)   ΙΙΙ)   Θεωρούµε τη συνάρτηση h(x)=9f(x)-f(1)-3f(2)-5f(3) στο διάστηµα [0,4] 

• Η h είναι συνεχής σαν άθροισµα συνεχών στο [0,4] 
•  h(0)=9f(0)-f(1)-3f(2)-5f(3)>0 διότι : 

0 1 (0) (1)

0 2 3 (0) 3 (2) 9 (0) (1) 3 (2) 5 (3)

0 3 5 (0) 5 (3)

f f

f f f f f f

f f

< ⇒ >


< ⇒ > ⇒ > − −
 < ⇒ >

 

        h(4)=9f(4)-f(1)-3f(2)-5f(3)<0 διότι : 

4 1 (4) (1)

4 2 3 (4) 3 (2) 9 (4) (1) 3 (2) 5 (3)4

4 3 5 (4) 5 (3)

f f

f f f f f f

f f

> ⇒ <


> ⇒ < ⇒ < − −
 > ⇒ <

 

Άρα σύµφωνα µε θ.θ.θ.θ.BolzanoBolzanoBolzanoBolzano   υπάρχει τουλάχιστον ένα k ∈(0,4) ώστε g(k)=0 ⇒ 9f(k)-f(1)-

3f(2)-5f(3)=0⇒
(1) 3 (2) 5 (3)

( )
9

f f f
f k

+ −
=   . Το σηµείο είναι µοναδικό διότι η f στο [0,4] 

είναι γνησίως φθίνουσα.(απόδειξη όπως παραπάνω) 

Λύση του θέµατος 11Λύση του θέµατος 11Λύση του θέµατος 11Λύση του θέµατος 11    

Θεωρούµε τη συνάρτηση h µε h(χ)=f(x)+2g(x) στο διάστηµα [ρ,ξ]  

• Η h συνεχής 
• h(ρ)=f(ρ)+2g(ρ)=2g(ρ), αφού ρ ρίζα f(ρ)=0 
h(ξ)=f(ξ)+2g(ξ)=f(ξ), αφού ξ ρίζα g(ξ)=0 

Εποµένως : h(ρ) h(ξ) =2g(ρ)f(ξ)=2(-ρ2+βρ+γ)(ξ2+βξ+γ)    (1) 
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Όµως το ρ είναι ρίζα της f , άρα f(ρ)=0 ⇒  ρ2+βρ+γ⇒  βρ+γ=- ρ2       (2) 

Όµως το ξ είναι ρίζα της g , άρα g(ξ)=0 ⇒  -ξ2+βξ+γ⇒  βξ+γ= ξ2       (3) 

Η σχέση (1) λόγω των σχέσεων (2) και (3) γράφεται :  

h(ρ)h(ξ)=2(-ρ2- ρ2)( ξ2+ ξ2)= -4 ρ2ξ2<0    (4)   

Άρα σύµφωνα µε θ.θ.θ.θ.BolzanoBolzanoBolzanoBolzano   υπάρχει τουλάχιστον ένα k ∈(ρ,ξ) ώστε 
h(k)=0⇒ f(k)+2g(k)=0⇒ f(k)=-2g(k) 

Σηµείωση :     Στη σχέση 4 δεν µπορεί να είναι -4 ρ2ξ2=0 δίοτι θα είχαµε ρ=0 ή ξ=0  και αφού 
το ρ είναι ρίζα της f  , θα είναι f(ρ)=0⇒ f(0)=0⇒02+β.0+γ=0⇒γ=0 άτοπο 

Λύση του θέµατος 12Λύση του θέµατος 12Λύση του θέµατος 12Λύση του θέµατος 12    

Επειδή η συνάρτηση είναι συνεχής στο [α,β] η f θα λαµβάνει µέγιστη και ελάχιστη τιµή. 
Εποµένως  
Υπάρχει λ∈[α,β] ώστε maxf(x)=M 
Υπάρχει ρ∈[α,β] ώστε minf(x)=m 

Έτσι

1

2

3 1 2 3

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) .... ( )

........................

( )

k

k

m f x M

m f x M

m f x M km f x f x f x f x kM

m f x M

≤ ≤
 ≤ ≤

≤ ≤ ⇒ ≤ + + + + ≤ ⇒



≤ ≤

 

1 2 3( ) ( ) ( ) ... ( )kf x f x f x f x
m M

k

+ + + +
≤ ≤  δηλαδή ο αριθµός  1 2 3( ) ( ) ( ) ... ( )kf x f x f x f x

k

+ + + +
 

βρίσκεται µεταξύ της µέγιστης και της ελάχιστης τιµης της f στο [α,β] , άρα σύµφωνα µε το 

θεώρηµα ενδιάµεσων τιµών , θα υπάρχει ξ∈[α,β] ώστε f(ξ)= 1 2 3( ) ( ) ( ) ... ( )kf x f x f x f x

k

+ + + +
 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


