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Συναρτήσεις Συναρτήσεις Συναρτήσεις Συναρτήσεις ––––όριαόριαόριαόρια----    ΣυνέχειαΣυνέχειαΣυνέχειαΣυνέχεια    
    
1.1.1.1. Όταν δεν δίνεται το Πεδίο Ορισµού µιας συναρτήσεως το βρίσκουµε . 
2.2.2.2. Η µονοτονία µιας συνάρτησης αναφέρεται σε κάποιο διάστηµα ή σύνολο. Αν γράψουµε 
ότι η συνάρτηση είναι γνησίως µονότονη, πρέπει να αναφέρουµε το διάστηµα. 
3.3.3.3. Για το πεδίο ορισµού της ))(()( xgfxh =  λαµβάνουµε υπ’ όψιν ότι gDx∈  ώστε 

fDxg ∈)( . 

4.4.4.4. Αν οι gf ,  έχουν το ίδιο είδος µονοτονίας τότε η σύνθεση της g µε την f  , δηλαδή η 

fog , είναι γνησίως αύξουσα. (Απόδειξη εύκολη). 

5.5.5.5. Αν οι gf ,  έχουν διαφορετικό  είδος µονοτονίας τότε η σύνθεση της g µε την f  , δηλαδή 

η fog , είναι γνησίως φθίνουσα. (Απόδειξη εύκολη ). 

6.6.6.6. Αν µια συνάρτηση είναι γνησίως µονότονη στο πεδίο ορισµού της τότε θα είναι και «1 – 
1»  οπότε θα ορίζεται η αντίστροφή της και επίσης : κάθε εξίσωση της µορφής κάθε εξίσωση της µορφής κάθε εξίσωση της µορφής κάθε εξίσωση της µορφής kxf =)(         θα θα θα θα 

έχει το πολύ µια ρίζαέχει το πολύ µια ρίζαέχει το πολύ µια ρίζαέχει το πολύ µια ρίζα στο πεδίο ορισµού της f . 

7.7.7.7. Αν µια συνάρτηση είναι γνησΑν µια συνάρτηση είναι γνησΑν µια συνάρτηση είναι γνησΑν µια συνάρτηση είναι γνησίως µονότονη σε ένα διάστηµα ∆ και σε κάποιο ίως µονότονη σε ένα διάστηµα ∆ και σε κάποιο ίως µονότονη σε ένα διάστηµα ∆ και σε κάποιο ίως µονότονη σε ένα διάστηµα ∆ και σε κάποιο xxxxοοοο    του ∆ του ∆ του ∆ του ∆ 
µηδενίζει τότε στο σηµείο αυτό θα αλλάζει πρόσηµοµηδενίζει τότε στο σηµείο αυτό θα αλλάζει πρόσηµοµηδενίζει τότε στο σηµείο αυτό θα αλλάζει πρόσηµοµηδενίζει τότε στο σηµείο αυτό θα αλλάζει πρόσηµο. Βρίσκουµε το πρόσηµό της 
χρησιµοποιώντας τον ορισµό της µονοτονίας. 

8.8.8.8. Η αντίστροφη συνάρτηση 1−f  της συνάρτησης f  ορίζεται µόνο αν η f  είναι «1-1» και 

έχει πεδίο ορισµού το σύνολο τιµών της f .  Αν η f  είναι γνησίως µονότονη στο πεδίο 

ορισµού της τότε η  1−f   έχει το ίδιο είδος µονοτονίαςτο ίδιο είδος µονοτονίαςτο ίδιο είδος µονοτονίαςτο ίδιο είδος µονοτονίας. 

9.9.9.9.  Ισχύει :  xyfyxf =⇔= − )()( 1  , εφόσον ορίζεται η 1−f . 

• 1( ( ))f f x x− =  Για κάθε x που ανήκει στο σύνολο τιµών της f , εφόσον ορίζεται η 1−f  

• xxff =− ))((1  Για κάθε x που ανήκει στο πεδίο ορισµού της f , εφόσον ορίζεται η 1−f  

10.10.10.10.  Οι γραφικές παραστάσεις των 1, −ff , εφόσον ορίζεται η 1−f , είναι συµµετρικές ως προς 

την διχοτόµο 1ου και 3ου τεταρτηµορίου δηλαδή την ευθεία y= x. 
Το (χο , ψο) ανήκει στην γραφική παράσταση της f  ⇔  f (χο)=ψο και εφόσον η f  

αντιστρέψιµη , 1−⇔ f (ψο)=χο ⇔  το (ψο , χο) ανήκει στην γραφική παράσταση της 1−f .  

11.11.11.11.   Αν η γραφική παράσταση της f  τέµνει την ψ=χ σε ένα σηµείο τότε και η γραφική 

παράσταση της 1−f  θα τέµνει την ψ=χ στο ίδιο σηµείο. 

Οι γραφικές παραστάσεις των 1, −ff  θα τέµνονται µόνο πάνω στην ψ=χ αν η f  είναι 

γνησίως αύξουσα  κάτι που δεν ισχύει αν η f  δεν είναι γνησίως αύξουσα. 

12.12.12.12. Αν ένας αριθµός κ ανήκει στο σύνολο τιµώνκ ανήκει στο σύνολο τιµώνκ ανήκει στο σύνολο τιµώνκ ανήκει στο σύνολο τιµών µιας συνάρτησης  f  τότε η εξίσωση 

kxf =)(  θα έχει ρίζα στο πεδίο ορισµού της f , υπάρχει υπάρχει υπάρχει υπάρχει xxxxοοοο στο πεδίο ορισµού της f  ώστε: 

kxf o =)(  

13.13.13.13. Ισχύει  )()( βα ff =  τότε  α = β , εφόσον γνωρίζουµε ότι η συνάρτηση f  είναι «1-1» ή 

γνησίως µονότονη στο σύνολο όπου υπ΄ρχουν τα α, β. 
14.14.14.14.  Όταν µια συνάρτηση δεν είναι «1-1» τότε υπάρχουν α, β στο πεδίο ορισµού της για τα 
οποία ισχύει  

)()( βα ff =  ενώ α ≠  β. 

2.Συναρτήσεις- όρια -

Συνέχεια 
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15.15.15.15.  Αν το 
oxx

xf
→

)(lim  είναι ένας θετικός ή αρνητικός αριθµός τότε κοντά στο xο οι τιµές της 

συνάρτησης )(xf  θα είναι θετικοί ή αρνητικοί αριθµοί αντίστοιχα, µια σηµαντική βοήθεια 

όταν θέλουµε να απαλείψουµε απόλυτα ή να κάνουµε Bolzano ή …… Παρόµοια 
συµπεράσµατα έχουµε και στις περιπτώσεις που ±∞→x  , το όριο της συνάρτησης είναι ∞±  

16.16.16.16. Αν το 
oxx

xf
→

)(lim  υπάρχει και είναι αριθµός και η συνάρτηση έχει τιµές , κοντά στο xο , 

θετικές ή 0 τότε 0)(lim ≥
→ oxx

xf  (προσοχή µπορεί να είναι και 0 το όριο ακόµη και αν προσοχή µπορεί να είναι και 0 το όριο ακόµη και αν προσοχή µπορεί να είναι και 0 το όριο ακόµη και αν προσοχή µπορεί να είναι και 0 το όριο ακόµη και αν 0)( >xf     

κοντά στο χκοντά στο χκοντά στο χκοντά στο χοοοο). 
17.17.17.17.  Μπορούµε να γράφουµε )()(lim o

xx

xfxf
o

=
→

 µόνον όταν γνωρίζουµε ότι η συνάρτηση είναι 

συνεχής στο xο..  
18.18.18.18. Όταν µας δίνεται ένα όριο µιας παράστασης, που περιέχει µια συνάρτηση Όταν µας δίνεται ένα όριο µιας παράστασης, που περιέχει µια συνάρτηση Όταν µας δίνεται ένα όριο µιας παράστασης, που περιέχει µια συνάρτηση Όταν µας δίνεται ένα όριο µιας παράστασης, που περιέχει µια συνάρτηση )(xf     και µας και µας και µας και µας 

ζητείται ένα άλλο όριο µιας διαφορετικής παράστασζητείται ένα άλλο όριο µιας διαφορετικής παράστασζητείται ένα άλλο όριο µιας διαφορετικής παράστασζητείται ένα άλλο όριο µιας διαφορετικής παράστασης που περιέχει την ης που περιέχει την ης που περιέχει την ης που περιέχει την )(xf     , µπορούµε να , µπορούµε να , µπορούµε να , µπορούµε να 

θέτουµε συνάρτηση θέτουµε συνάρτηση θέτουµε συνάρτηση θέτουµε συνάρτηση )(xg     την παράσταση της οποίας γνωρίζουµε το όριό της , την παράσταση της οποίας γνωρίζουµε το όριό της , την παράσταση της οποίας γνωρίζουµε το όριό της , την παράσταση της οποίας γνωρίζουµε το όριό της , κοντά στο χκοντά στο χκοντά στο χκοντά στο χοοοο    , , , , 

να λύνουµε , προσέχοντας τους περιορισµούς,  ως προς να λύνουµε , προσέχοντας τους περιορισµούς,  ως προς να λύνουµε , προσέχοντας τους περιορισµούς,  ως προς να λύνουµε , προσέχοντας τους περιορισµούς,  ως προς )(xf     και τέλος να ακαι τέλος να ακαι τέλος να ακαι τέλος να αντικαθιστούµε ντικαθιστούµε ντικαθιστούµε ντικαθιστούµε 

την την την την )(xf     στην δεύτερη παράσταση. στην δεύτερη παράσταση. στην δεύτερη παράσταση. στην δεύτερη παράσταση.  

19.19.19.19. Όταν µας δίνεται ότι η f  είναι παραγωγίσιµη στο χο τότε µας δίνονται τα όρια:  

)(  
)()(

lim o
o

o

xx
x΄f

xx

xfxf

o

=
−

−

→
 καθώς και το )()(lim o

xx

xfxf
o

=
→

, αφού η συνάρτηση θα είναι και 

συνεχής. 
20.20.20.20. Όταν µας δίνεται ότι η f  έχει πλάγια ασύµπτωτη στο +∞  την ψ=αχ+β τότε µας δίνονται 

τα όρια: 0))()((lim =+−
+∞→

βαxxf
x

 (ορισµόςορισµόςορισµόςορισµός) ⇔  α=
+∞→ x

xf
x

)(
lim  και βα =−

+∞→
))((lim xxf

x
  

21.21.21.21. Αν γνωρίζουµε ότι )()( xfxg ≤  κοντά στο χο και +∞=
→

)(lim xg
oxx

 τότε και µε δεδοµένο ότι 

θα ισχύει +∞<≤ )()( xfxg  το συµπέρασµά µας , από το Κ.Π. θα είναι ότι +∞=
→

)(lim xf
oxx

. 

Παρόµοιο συµπέρασµα θα έχουµε και για το -∞ . 
22.22.22.22.  ∆εν υπάρχουν∆εν υπάρχουν∆εν υπάρχουν∆εν υπάρχουν τα όρια x

x
ηµ

±∞→
lim  και x

x
συν

±∞→
lim  . Για να απαλλαγούµε απ αυτά συνήθως 

χρησιµοποιούµε κριτήριο Παρεµβολής και τις σχέσεις:: 1≤xηµ , 1≤xσυν  , xx ≤ηµ  για 

κάθε χ. Η ισότητα στην τελευταίατελευταίατελευταίατελευταία ανίσωση ισχύει µόνο στο 0. 
 
23.23.23.23. Πολλές φορές για να βρούµε το 0( )f x   ενδεχοµένως να χρειάζεται να υπολογίσουµε το 

όριό της στο χο.  Αν f  συνεχής στο  xο τότε: )(lim)( xfxf
oxx

o
→

= . 

24.24.24.24. Αν έχουµε ζητούµενο : « να δείξετε ότι υπάρχει xο ώστε kxf =)( 0 » 

Ξεκινούµε από BolzanoBolzanoBolzanoBolzano    , , , , RoRoRoRollellellelle    , θεώρηµα ενδιάµεσων τιµών, θεώρηµα µέσης τιµής, , θεώρηµα ενδιάµεσων τιµών, θεώρηµα µέσης τιµής, , θεώρηµα ενδιάµεσων τιµών, θεώρηµα µέσης τιµής, , θεώρηµα ενδιάµεσων τιµών, θεώρηµα µέσης τιµής, FermatFermatFermatFermat,  
αν όχι: σύνολο τιµώνσύνολο τιµώνσύνολο τιµώνσύνολο τιµών  
 
25.25.25.25. Σε ασκήσεις µε εξίσωση εφαπτοµένης:  
Είναι απαραίτητο να γνωρίζουµε το σηµείο επαφής )(,( oo xfx  . 

Αν δεν δίνεται ή δεν προκύπτει από κάποιο δεδοµένο είναι καλό να ξεκινούµε υποθέτοντας 
ότι )(,( oo xfx  το σηµείο στο οποίο εφάπτεται η ευθεία 

Εξίσωση εφαπτοµένης : ))(()( /
ooo xxxfxfy −=− .  Με συντελεστή διευθύνσεως )(/

oxf  

 
 
 


